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:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 

:القوة الهارمونية

𝑝(𝑡) = 𝑝𝑜 sin𝜔𝑡
𝑝(𝑡) = 𝑝𝑜 cos𝜔𝑡

forcing period

𝑝𝑜:القوةسعة.

𝜔:القسريالترددأوالإثارةتردد.

𝑇 = 2𝜋/𝜔:القسريالدورأوالإثارةدور.
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القسريةةالهارمونيبالقوةللحركةالتفاضليةالمعادلةفيالديناميكيةالقوةباستبدال

𝑝 𝑡 = 𝑝𝑜 sin𝜔𝑡مخمدةغيرلجملة:

:معادلة الحركة

الابتدائيةللشروطالخاضعةu(t)للجملةالتشوهأوالانتقاللايجادالمعادلةهذهحليتم

:للحركة

:التفاضليةالمعادلةلهذهالخاصالحل

:حراهتزازاستجابةعنعبارةهوالمعادلةلهذهالمكملالحل

𝑚 ሷ𝑢 + 𝑘𝑢 = 𝑝𝑜 sin(𝜔𝑡)

:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 
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:مخمدةغيرلجملةالهارمونيللاهتزازاللإستجابةمعادلةوبالتالي،

u 𝑡 = 𝑢0 cos𝜔𝑛𝑡 +[
ሶ𝑢 0

𝜔𝑛
−
𝑃0
𝑘

𝜔
𝜔𝑛

1 − (
𝜔
𝜔𝑛

)2
] sin𝜔𝑛𝑡 +

𝑃0
𝑘

1

1 − (
𝜔
𝜔𝑛

)2
sin𝜔𝑡

الاهتزاز الحر أو العابر

Free vibration or 

transient vibration

الاهتزاز القسري أو المستقر

forced vibration or 

steady-state vibration

.القسريبالترددتأرجحيعطيsin𝜔𝑡لالمرافقالحد1.

𝑐𝑜𝑠وsin𝜔𝑛𝑡لالمرافقالحد2. 𝜔𝑛𝑡الطبيعيالجملةبترددتأرجحيعطي.

:المكملوالحلالخاصالحلمجموعهوالكاملالحل

:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 

:معادلة الحركة
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عنرالنظبغضمطبقةالقسريةالقوةطالماالمستقرالاهتزازأوالقسريالاهتزازيبقى

𝑢(0)كانتولوحتىموجودوهو.للحركةالابتدايةالشروط = ሶ𝑢(0) = 0.

.ةالابتدائيوالسرعةالابتدائيالانتقالعلىالعابرالاهتزازأوالحرالاهتزازيعتمد

:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 

:معادلة الحركة
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u 𝑡 = 𝑢0 cos𝜔𝑛𝑡 +[
ሶ𝑢(0)

𝜔𝑛
− (𝑢𝑠𝑡)0

𝛽

1 − 𝛽2
] sin𝜔𝑛𝑡 + (𝑢𝑠𝑡)0

1

1 − 𝛽2
sin𝜔𝑡

اهتزاز حر أو اهتزاز عابر اهتزاز قسري أو اهتزاز مستقر

(𝑢𝑠𝑡)0=
𝑃0
𝑘

𝛽 =
𝜔

𝜔𝑛
ستاتيكيتشوه الترددنسبة

:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 

:معادلة الحركة
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:الاستجابة الديناميكية المستقرة

𝑢𝑠𝑡(𝑡) =
𝑃0
𝑘
sin𝜔𝑡

(𝑢𝑠𝑡)0=
𝑃0
𝑘

u 𝑡 = (𝑢𝑠𝑡)0
1

1 − 𝛽2
sin𝜔𝑡

:التشوه الستاتيكي

:القيمة العظمى للتشوه الستاتيكي

𝑢𝑜: سعة الانتقال الديناميكيu(t)

𝑢0 = (𝑢𝑠𝑡)0
1

1 − 𝛽2
= (𝑢𝑠𝑡)0

1

1 − 𝛽2

:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 



8

ω/ωnأجلمن < 1 or ω < ωn:

•
1

1−𝛽2
>0

•u(t)وp(t)الجبريةالإشارةنفسلهما.

.المطبقةالقوةمعبالصفحةمتوافقالانتقال•

ω/ωnأجلمن > 1 or ω > ωn:

•
1

1−𝛽2
<0

•u(t)وp(t)متعاكسةإشارةلهما.

.بقةالمطالقوةمعبالصفحةمتوافقغيرالانتقال•

u 𝑡 = (𝑢𝑠𝑡)0
1

1 − 𝛽2
sin𝜔𝑡

:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 

:الاستجابة الديناميكية المستقرة
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u 𝑡 = 𝑢0 sin(𝜔𝑡 − ∅) = (𝑢𝑠𝑡)0𝑅𝑑 sin𝜔𝑡

زاوية الصفحة:∅

ω < ωn , ∅ = 0◦ :

.متوافق بالصفحة مع القوة المطبقةالإنتقال.  ,sin ωtتتغير الانتقالات بتغير إشارة 

ω > ωn, ∅ = 180◦ :

.قةبالصفحة مع القوة المطبغيرمتوافقالإنتقال.  ,sin ωt-تتغير الانتقالات بتغير إشارة 

𝑅𝑑 =
𝑢0

(𝑢𝑠𝑡)0
=

1

1 − 𝛽2

𝜔 < 𝜔𝑛 𝑜𝑟𝛽 < 1

𝜔 > 𝜔𝑛 𝑜𝑟𝛽 > 1

:معامل استجابة التشوه

Rd : نسبة السعةuo الستاتيكيةللتشوهات الديناميكية إلى التشوهات(ust)o.

:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 

:الاستجابة الديناميكية المستقرة
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𝑅𝑑 =
𝑢0

(𝑢𝑠𝑡)0
=

1

1 − 𝛽2

.1أكبر بقليل من Rdصغيرة، ω/ωnفي حال✓

✓If ω/ωn >√2, Rd < 1.

،تزيد عن ω/ωnفي حال ✓ Rdتصبح 𝟐

ω/ωnأصغر وتسعى للصفر عندما  → ∞

.1أكبر بكثير من Rd،1قريبة من ω/ωnفي حال

:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 

:الاستجابة الديناميكية المستقرة

∅ =0

∅ =180
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𝑅𝑑 =
𝑢0

(𝑢𝑠𝑡)0
=

1

1 − 𝛽2

ي هو عبارة عن التردد القسر: تردد الطنين

.Rdعند قيمة عظمى ل 

∅ =0

∅ =180

:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 

:الاستجابة الديناميكية المستقرة
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.يصبح حل معادلة الحركة غير محقق، ω = ωnفي حال 

من أجل الحل الخاص غير صحيح لأنه أيضاً جزء C sin ωtفي هذه الحالة فإن اختيار التابع 

.من الحل المكمل

:ω = ωnالحل الخاص من أجل 

:وبالتالي يكون الحل الكلي

:المخمدةالاهتزاز الهارموني للجمل غير 
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:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 

:رةالعابوالإستجابةالاستجابة المستقرة 

𝑚 ሷ𝑢 + 𝑐 ሶ𝑢 + 𝑘𝑢 = 𝑝𝑜 sin(𝜔𝑡)

:معادلة الحركة التفاضلية

:الحل الخاص

:حيث

:الحل المكمل



.(ωn)والاهتزاز الحر (ω)القسري الاهتزاز:إهتزازعلى مركبتي u(t)تحتوي 
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:الحل الكلي

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 

:رةالعابوالإستجابةالاستجابة المستقرة 



الإستجابةوبالتالي يتم إهمال . ζو ω/ωnتتناقص سعة الاهتزاز الحر أسياً مع الزمن تناسباً مع 

سرية، ولهذا القالإستجابةوبعد مرور زمن معين تبقى فقط . العابرةبالإستجابةالحرة، ولهذا سميت 

.  المستقرةبالإستجابةسميت 

15

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 

:الحل الكلي

:رةالعابوالإستجابةالاستجابة المستقرة 
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ω = ωnمن أجل الإستجابة

الإستجابةعندما تكونالإستجابةالمستقرة في تحديد سعة الإستجابةعلى التخامدتأثير 

)حدوث الطنين(الطبيعي للمنشأ للإهتزازالقسرية مساوية 

𝝎من أجل  = 𝝎𝒏 :𝑪 = 𝐷و𝟎 = −(𝑢𝑠𝑡)𝑜/2𝜁

𝝎من أجل  = 𝝎𝒏وشروط ابتدائية مساوية للصفر:

𝐴 = (𝑢𝑠𝑡)𝑜/2𝜁 and 𝐵 = (𝑢𝑠𝑡)𝑜/2 1 − 𝜁2.

𝜔𝐷القليل يكون حد الجيبي صغير يمكن إهماله و التخامدفي حالة الجمل ذو  ≈ 𝜔𝑛

: وبالتالي

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 
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.لقيمة محدودةالإستجابةمن سعة كل ذروة ويحد من التخامديقلل 

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 

ω = ωnمن أجل الإستجابة
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:الإزاحة العظمى وفرق الصفحة

:هارمونيلإهتزازالتشوهات المستقرة للجملة الخاضعة 

𝑢𝑜إستجابةمن أجل سعة  = 𝐶2 + 𝐷2 وفرق الصفحة∅ = tan−1 (−𝐷/𝐶).D

.Rdنحصل على معامل استجابة التشوه Dو Cبالتعويض بقيم 

زاوية الصفحة أو فرق الصفحة

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 

معامل استجابة التشوه



:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 
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u 𝑡 = (𝑢𝑠𝑡)0𝑅𝑑 sin(𝜔𝑡 − ∅)

:الإزاحة العظمى وفرق الصفحة

(a) ω/ωn = 0.5

(b) ω/ωn = 1 

(c) ω/ωn = 2

ζ = 0.20:لجميع المخططات✓

. p(t)الناتجة عنالستاتيكيةالتشوهات ✓

)الخط المنقط(

ة  الدور القسري للحركة المستقر✓

T = 2π/ω,  ،

lag = ∅/2πولكن فرق الصفحة  



:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 
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ω/ωn

ω/ωn

:الإزاحة العظمى وفرق الصفحة

u 𝑡 = (𝑢𝑠𝑡)0𝑅𝑑 sin(𝜔𝑡 − ∅)

:التردد–الإستجابةمنحني 

Rdمعامل استجابة التشوه 

𝝎/𝝎𝒏من أجل  1. ≪ 𝟏:

Rd التخامدومستقل عن 1أكبر بقليل من.

:وبالتالي

ϕ ة مع متوافقة بالصفحوالإنتقالات◦0 =

.القوة المطبقة

:ومنه نستنتج أن

إلى الديناميكية تساويالإستجابةسعة 

.اوة المنشأالتشوه الستاتيكي وتتعلق بقس



𝝎/𝝎𝒏من أجل  2. ≫ 𝟏:

Rd تسعى للصفر بزيادة النسبة𝝎/𝝎𝒏

.يبشكل أساسبالتخامدوهي غير مرتبطة 

يمكن : 𝝎/𝝎𝒏من أجل القيم الكبيرة ل 

للحد 
𝝎

𝝎𝒏

𝟒
:أن يتم تقريبه، وبالتالي

ϕ ≈ فحة بالصغيرمتوافقةوالإنتقالات◦0

.مع القوة المطبقة

:ومنه نستنتج أن

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 
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ω/ωn

ω/ωn

:الإزاحة العظمى وفرق الصفحة

u 𝑡 = (𝑢𝑠𝑡)0𝑅𝑑 sin(𝜔𝑡 − ∅)

:التردد–الإستجابةمنحني 

Rdمعامل استجابة التشوه 

.منشأتتعلق بكتلة الالإستجابة



𝝎/𝝎𝒏من أجل  3. ≈ 𝟏:

Rd ًتخامدأجل من.للتخامدحساس جدا

𝑅𝑑: صغير ≫ وذلك يؤدي إلى 1

لإستجابةااستجابة ديناميكية أكبر بكثير من 

.الستاتيكية

ϕ ، وتصل  ζمن أجل كل قيم ◦90 =

القوة لقيمتها العظمى عندما تمرالإنتقالات

.المطبقة من الصفر

:ومنه نستنتج أن

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 
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ω/ωn

ω/ωn

:الإزاحة العظمى وفرق الصفحة

u 𝑡 = (𝑢𝑠𝑡)0𝑅𝑑 sin(𝜔𝑡 − ∅)

:التردد–الإستجابةمنحني 

Rdمعامل استجابة التشوه 

.المنشأدبتخامالديناميكية تتعلق الإستجابة
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u 𝑡 = (𝑢𝑠𝑡)0𝑅𝑑 sin(𝜔𝑡 − ∅)

:معاملات الاستجابة الديناميكية

(:التشوه)الإنتقالمعامل استجابة 1.

𝑅𝑑 =
𝑢0
𝑃0
𝑘

=
1

(1 − 𝛽2)2+(2𝜁𝛽)2

𝑅𝑑 =
1

2𝜁 1 − 𝜁2
𝛽 = 1 − 2𝜁2

أعظميةالإستجابةيعرف تردد الطنين بالتردد القسري عندما تكون سعة 

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 
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: 𝑅𝑣 =
ሶ𝑢0
𝑃0
𝑘𝑚

= 𝛽𝑅𝑑

𝑅𝑣 =
1

2𝜁
𝛽 = 1

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 

u 𝑡 = (𝑢𝑠𝑡)0𝑅𝑑 sin(𝜔𝑡 − ∅)

:معاملات الاستجابة الديناميكية

:معامل استجابة السرعة2.

أعظميةالإستجابةيعرف تردد الطنين بالتردد القسري عندما تكون سعة 
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: 𝑅𝑎=
ሷ𝑢0
𝑃0
𝑚

= 𝛽2𝑅𝑑

𝑅𝑎 =
1

2𝜁 1 − 𝜁2
𝛽 =

1

1 − 2𝜁2

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 

u 𝑡 = (𝑢𝑠𝑡)0𝑅𝑑 sin(𝜔𝑡 − ∅)

:معاملات الاستجابة الديناميكية

:معامل استجابة التسارع3.

أعظميةالإستجابةيعرف تردد الطنين بالتردد القسري عندما تكون سعة 
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𝑅𝑎
𝛽
= 𝑅𝑣 = 𝛽𝑅𝑑

𝑅𝑑 = 𝑅𝑣 = 𝑅𝑎 =
1

2𝜁

:الديناميكية في حالة الطنينالإستجابةمعاملات 

:الديناميكيةالإستجابةالعلاقة بين معاملات 

:لزجتخامدالاهتزاز الهارموني لجمل ذو 

u 𝑡 = (𝑢𝑠𝑡)0𝑅𝑑 sin(𝜔𝑡 − ∅)

:معاملات الاستجابة الديناميكية
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:1مثال 

.U0تنتقل الجملة بسعة انتقال . هارمونيلإهتزازجملة وحيدة درجة الحرية خاضعة 

:للجملة في حالةالتخامدأوجد نسبة 

𝑢𝑜من أجل -1 = 12.5𝑐𝑚 ، 𝜔 = 𝜔𝑛

𝜔من أجل -2 = 5𝜔𝑛 ،𝑢𝑜 = 0.05𝑐𝑚
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:1الحل 

Case 1: 

At 𝜔 = 𝜔𝑛,

𝑅𝑑 =
1

2𝜁
→

𝑢0

𝑢𝑠𝑡 0
=

1

2𝜁
→ 𝑢0=

𝑢𝑠𝑡 0

2𝜁
→ 0.125 =

𝑢𝑠𝑡 0

2𝜁

→ 𝜻 =
𝒖𝒔𝒕 𝟎

𝟎. 𝟐𝟓
Case 2: 

At 𝜔 = 5𝜔𝑛,

𝑅𝑑 =
1

25
→

𝑢0

𝑢𝑠𝑡 0
=

1

25
→ 𝑢0=

𝑢𝑠𝑡 0

25
→ 0.0005 =

𝑢𝑠𝑡 0

25

→ 𝒖𝒔𝒕 𝟎 = 𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟓𝒎

When

→ 𝜻 =
𝒖𝒔𝒕 𝟎

𝟎. 𝟐𝟓
=
𝟎. 𝟎𝟏𝟐𝟓

𝟎. 𝟐𝟓
= 𝟎. 𝟎𝟓
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لإهتزازتم إخضاع الجملة . ωnوتردد طبيعي mوكتلة kذو قساوة متخامدةجملة وحيدة درجة الحرية غير 

، ازدادت قيمة 5Hzبتطبيق تواتر قسري للاهتزاز بمقدار . هارموني لتحديد هذه الخواص الديناميكية للجملة

).شروط الطنين(الاستجابة بشكل غير محدود 

Δ𝑤وبعد ذلك، تم إضافة وزن بمقدار  = 40𝑁 إلى الكتلةmحدث الطنين في هذه .  وتم إعادة تجربة الطنين

.f = 2.5 Hzالحالة عند تواتر قسري مقداره 

.أوجد كتلة وقساوة الجملة

:2مثال 
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الطنينشروط

Case 1 :(طنين)

→ 𝜔 = 2𝜋 × 5 = 10𝜋 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐

→ 𝜔 = 𝜔𝑛 = 10𝜋 𝑟𝑎𝑑/ sec →
𝑘

𝑚
= 10𝜋 → 𝑘 = 100𝜋2 ∙ 𝑚

Case 2:

∆𝑊 = 40𝑁 → 𝑚𝑛𝑒𝑤 = 𝑚 +
40

9.81
= 𝑚 + 4.08

→ 𝜔 = 2𝜋𝑓 = 2𝜋 × 2.5 = 5𝜋 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐

→ 𝜔 = 𝜔𝑛 = 5𝜋 𝑟𝑎𝑑/ sec →
𝑘

𝑚 + 4.08
= 5𝜋 → 𝑘 = 25𝜋2 ∙ 𝑚 + 100𝜋2

𝑇ℎ𝑢𝑠 ∶ 100𝜋2 ∙ 𝑚 = 25𝜋2 ∙ 𝑚 + 100𝜋2 → 𝑚 = 1.33𝑘𝑔 → 𝑘 = 133.33𝜋2 N/m

:2الحل 
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:3مثال 

ساوية ل قيست قيمة سعة الانتقال في حالة الطنين وكانت م. تم إثارة جملة وحيدة درجة الحرية بقوة جيبية

10cm.اوية ل وعندما وصلت قيمة التردد القسري إلى عشر قيمة التردد الطبيعي، كانت سعة الانتقال مس

1cm.

.للجملةالتخامدأوجد نسبة 
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A resonant condition:

Case 1 (Resonant):

𝑅𝑑 =
1

2𝜁
→ 𝑢0=

𝑢𝑠𝑡 0

2𝜁
→ 0.1 =

𝑢𝑠𝑡 0

2𝜁

→ 𝜻 =
𝒖𝒔𝒕 𝟎

𝟎. 𝟐

Case 2:

𝜔 =
1

10
𝜔𝑛 → 𝛽 = 0.1 → 𝑅𝑑 ≈ 1 → 𝑢0 = 𝑢𝑠𝑡 0 → 𝑢𝑠𝑡 0 = 0.01𝑚

→ 𝜻 =
𝒖𝒔𝒕 𝟎

𝟎. 𝟐
=
𝟎. 𝟎𝟏

𝟎. 𝟐
= 𝟎. 𝟎𝟓 < 𝟐𝟎%

:3الحل 
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ضعاف بإجراء تجربة اهتزاز قسري بإثارة هارمونية، تم ملاحظة أن سعة الحركة عند الطنين مساوية ل أربع أ

.للجملةالتخامدأوجد نسبة . من تردد الطنين% 20سعة الحركة عند تردد قسري أكبر ب 

:4مثال 



34

A resonant condition:

Case 1 (Resonant):

𝑅𝑑 =
1

2𝜁
→ (𝑢0)𝜔=𝜔𝑛

=
𝑢𝑠𝑡 0

2𝜁

Case 2:

𝜔 = 1.2 𝜔𝑛 → 𝛽 = 1.2 →

:4الحل 
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:الإهتزازنقل القوة وعزل 

:نقل القوة إلى القاعدة

fTالقيمة العظمى للقوة  (t):
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مطبقة ، نحصل على النسبة بين القوة الأعظمية المنقولة وسعة القوة الRdبتعويض معادلة 

P0 . وذلك ما يعرف بناقلية الجملةtransmissibility (TR) 

:الإهتزازنقل القوة وعزل 
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:الإهتزازللحركة الأرضية وعزل الإستجابة

:لجملة وحيدة درجة الحرية خاضعة لحركة أرضية هارمونيةالإستجابةتحديد 

:تسارع الكتلة

ሷ𝑢0نسبة سعة التسارع المنقول إلى الكتلة  
𝑡 إلى سعة التسارع الأرضيሷ𝑢𝑔𝑜 ًيعرف أيضا

. transmissibility (TR)بناقلية الجملة 
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:إذا تم تعريف الحركة الأرضية بدلالة تابع انتقالها وليس التسارع

𝒖𝒈(𝒕) = 𝒖𝒈𝒐 𝒔𝒊𝒏𝝎𝒕

𝑢𝑜تعرف الناقلية بنسبة سعة انتقال 
𝑡الكلي للكتلة للإنتقال𝑢𝑡(𝑡) الأرضي الإنتقالإلى𝑢𝑔𝑜:

Response to Ground Motion and Vibration Isolation: 
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𝝎إذا ✓ ≪ 𝝎𝒏 فإنሷ𝒖𝟎
𝒕 ≈ ሷ𝒖𝒈𝒐 )رض تنتقل الكتلة بشكل صلد مع الأرض، للكتلة والأ

).نفس التسارع

𝝎إذا ✓ ≫ 𝝎𝒏 فإنሷ𝒖𝟎
𝒕 ≈ (.تبقى الكتلة ساكنة في حال أن الأرض تتحرك) 𝟎

.جداً وهذا هو المفهوم الأساسي لعزل الكتلة عن حركة القاعدة، وذلك باستخدام نظام سند مرن

Response to Ground Motion and Vibration Isolation: 
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تم وضع هذه . 10Hzوتواتر 0.1gفي منطقة ذو تسارع أرضي شاقولي 500Nتم تركيب آلة حساسة بوزن 

.%10للجملة تخامدونسبة . 14kN/mالآلة فوق وسادة مطاطية بقساوة 

.أوجد التسارع المنقول للآلة

:5مثال 
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ሷ𝑢0
𝑡

𝑚 =
𝑊

𝑔
=
500

9.81
= 50.97 𝑘𝑔

𝜔𝑛 =
𝑘

𝑚
=

14 × 103

50.97
= 16.57 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐

𝜔𝑛 = 16.57 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐

𝛽 =
𝜔

𝜔𝑛
=

20𝜋

16.57
= 3.79

𝑇𝑅 =
1 + (2 × 0.1 × 3.79)2

(1 − 3.792)2+ (2 × 0.1 × 3.79)2

0.5

= 0.094

= 0.094 × 0.1 × 𝑔 = 0.0094𝑔

:5الحل 


